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SITZUNG  AM  6,  JULI  '1885. 
Walther Dyck, Beitrage ;Z'lW AncLlysis sitU,8,  1. l\HtLheilung. 
(Vorgelegt von F.  Klein.)  Mit  4 lithogl'. THfel. 
Die  folgenden  UnLersuehungen  handeln. von  11m'  Bestim-
rmmg der Gntn.d;zahl einer Flllche I ),  welche au  s  heliebig vielen 
-.  - berandeton oder geschlossenen - Theilou hesteht,  und be-
zwecken  insbesondere,  diese  Bestimmung zu  e,hul'akLel'isil'cl1, 
falls jene Fläche dure.h  Ulwlytische Daten gegehmi vorliegt. 
Die Bestimmung g1'ündet sich fi'll! ein,  au!' der .Fliiche gezeich-
netes Cu?'vensyslem, von der Art, dass dw'ch Jeden Punkt eine und 
IWT eine  C~trve des Systems hind1.trchgeht  '1md  n'ur in einer e n d-
li  ehe n  Zahl  von  Punkten  mehrere  - auch  tmendlich  viele  -
CUTven;zweige  einmünden. 
Der Gedmlke, die Beziehungen der besonde1'on Punkte der-:-
artiger. Curvensysteme  zu  der Grundzahl 'einer .geschlossellell 
Fliieho aufzusuchen,  isLzuerst von ~Iöhius inseiller })Theorie 
der elementaren Verwandtschaft«,  in, diesen Berichten Bel.  15, 
(,1863)  ausgefühl't  und es waren  gerade  dessen  ansclHlUliuhe 
und dem Wes  on der Fragestellung angepasste Methoden, welche 
mich zn den vorliegenden Untersuchungen geführt haben.  Und 
in der That trifft gerade  diese  Herleitung  der  Grundzahl  das 
Wesen der Aufgabe,  insofern  durch ein  solches Cut'vensystem 
gewissormassen eier Werdeprocess der Fläche geschildert wird, 
ihr Wachsthum in  schmalen Streifen,  welche zwischen je zwei 
benachhar'ten Curven enthalten sind, wobei dann die Venvach-
1)  Ich bediene mich  hiet' der von Neu  man  n eingeflUll'ten Bezeich-
nung  fiiJ'  die  wohl  auch  als  ))ausset'ordentlichcr  Zusammenhang«  be-
zeielmeto Zahl  G =:0 -1 =  ~p, wo z den "Zusammenhang" im lUcmann-
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3ungen, von denen  ja dio Grundzahl abhiingt,  jeuesmul . in den 
SillguHiren  Stellen  des  CurvollsysLOllls  ihren Aus(h'uek  /inuot. 
'.  Andeutungen uhlll'dio  gügemwiLige Beziehung <im'  hesoll-
deren Punkte eines um'at'Ligen Cm'vonsJ'sLoms Hnucll sieh wohl 
zuerst  hei Gaussi),  fol'llOl'  hul Heeeh dieso Beziohungl'o  fU,' 
die  auf einer Kugel  gezcichno~en CUJ'vens~'steme aufgestellL '1). 
In l1CllCsLel' Zeit isL  von K 1 e i 11  3)  lIuf die l\Hjgliehkeit ihror nll-
gemeiner'on FOl'lllUlirung hingewiQsell worden und insbesondere 
kommt Po i 11 e a r  (1  in  seinon Ulltel'suehungell »SUI'  los eourhos 
d6linics  par  U HO  equa  Lion  dirl'l1l'CnLiclJ c «(  4)  auf die  Frage  für 
Kugel und Kugeh'lIlotto ganz  in dem  hior im el'lÜeH  AhsehniLlc 
gogebonen Sinne l''). 
1m Absclmlll J  isl,  dill  [llJOIlWt7'i.sc1w  Beslimmu1/!/  der G1'Wld-
:zahl einot' FlUcho in allgemeiuster Weise gegehol1.  Diese l'ol'lllu-
linmg flthJ't dunn unmilLellHll' auch zu oiner I'CdlllCl'isehon,  auf 
die  mwlytisclw  j)al'stellilny jOlW!'  FlUche  gogt'Undetoll,  wo!ehm' 
der Absclmitl 11 gowidmet i::;t.  l> imw  letztüro BüsLi mlllllng alH'l' 
zeigt  die  1tnmitlelbltl'e lJe.:sieltllll!J  UUSIWIW  f/lwllwl,.isdlen  Frct!le-
stellung  zu den  (/ Il!Jellwinen  Un{w','wt:!lIl11gcn  rOll  A~I'()ncclitw  ülie/' 
die  Clw/'/wlcl'istik  (lt'J/(,'S  Fwwl  iO}WlISf/sltwIS 6),  uml  fuhl't  HO  um-
gekehrL,  wonigsLolls  [Ur'  spedellü  FUllo,  zu  eirWI"  HOllen,  <ln-
schauungsmässigen Deutung jenor' GharaeLorislik ').  Persünliüho 
-I)  Theorie des lil'dllluglHltiStllUS, 
2)  Demonstrution tl'uue lH'Olll'iNc gl'nünllo des sm'face:> fermces. ,IOUI'-
Hul  do l'ticolü polyteehllil!ue.  Ca1l.  :17,  4 !HiS. 
S)  Hiemallll's 'l'llcOI'ie dei' Abel'sehen FUllclioncn und ihret' Inlegl'ule. 
TeubneI' ,I  t:H\2.  }lag. 39. 
4)  .lonl'lwl !In maLhcmuLiqum; 30 SÜl'itl, t. VII,  VIII. -ISiH,  l:l2, 
5)  Beim  Abst.:hlns!:l  dieser  l\Illtheilung  el'lmllo  ich  die  F01'!sclzung 
dieser Po i n ca I'Ü'SdlÜrl UnIOrsu{~hung('n (im nCUllslen Heno des Joul'Iml do 
mathcmatiquos) t,c söl'ie,  1.,  I), welelw gleit:hfalls die AWHlehlllll/(j ((Ur Fliic:hen 
von  beliebiger Gl'1oul:wlll cilthillt Will in nil:ht W(!sClltliclwl' S}Jeci!lli.~irlln(/ 1"01'-
1Ile11~ (11ng.  203 Ir.  U  !lag, :!-I :!),  allS 'lI'clt'lwl! sich elie 'NI//.  11th'  in § 3  ge!1ol!ci!lJ, 
ttnd fit?' ein lJelit!lJi{fes h'ucwlwie (HH'ttlllletes Fliiehmw!I{fI'(J!/al (füllige lJc:;ieltllll!l 
zusammenstellen litssl.  In Riicksicht auf ihre nbguschJmlsmw Furm, wulelw 
für  die Entwicklungen des H. AhsdllliLls wesentlich  ist  I  glaube  ich  ahm' 
doch  auch  diese  geometrischen  Dm'll',gullge!l  IIHJil1c~  1.  Ahsc!lllilles nicht 
unterdl'tickell zu SO!ltlll, 
6)  ßlonalslH'riehle (h~I'  Hm'1iIH'!'  AkndmllhJ vom Jnhl'n  ·1  H09  u,  -1l:!78. 
7)  Man  vo!'!:;!.  hozüglich  des  ZUSHllIllHlllhallgs  dl,'l'  Chat'ndel'islilwu-
theorie mit geomolrisl)\lOul'l'ohlcllwlI hit'l' noch hesonder;-; die n"lIlel'iuwgml 
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Unterredungen mit Herrn Kroneckerhaben  mich wesen  Ll i clH'; ll: 
cl Ol:en  Ausführung  angel'egt.  ,Indem, ich  auf. eine  allgemeine 
Darlegung'. bei  einer ande"ren  Gelegenheit  eingehen  will,  ist 
hier' iill lI. Ahschilitte  die  analytische  Dal'st:ellüng  speciellan 
den 'heiden Aufgahen  ausgeführt:  1).  Gegeben  die Gleichung, 
einer  ebenen, Curve f= 0;  man  hestimme  die Gl'Undzilhl des 
Gebietes l<: ().  2) ,Gegeben die Gleichung f=  0  einer (goschlos-
sentm) Fliiche;, IIIan  bestimme ihre GrundzahL· Für diese Auf-
gahen ergieht 'sich die Grundzahl  direct ausgedrückt durch dio 
CharacLeristikdes aus f und sohlen ersLen AbleiLungen lHlCh den 
Variabeln' gebildeten  Functionensystems,  ein System,  welches 
(hei  n VariaheIn)  yon  KronGcker  speciell  in  der  Abhandlung 
vom August.1869  behundeIt ist.  Die dort fÜI·  die geschlossene 
l?lächegegebene  geometrische Deutung, oer Characteristik als 
»CU1'veLtttra integ1'a« im GClJllss'schenSinne zeirJ.t dabei die Beziehung 
der  letzterenzu7' Gm,Wtdzahl  eine?' Ji'la,che,  welche,  so  nalürlich 
sie' sich  (auch' auf geometrischem Wege)  orgiebt,  bisher, noch 
niehtbcachtet'zu sein scheint ..  Die  Ausdehnung  auf Gebieto 
vo'nrnehr Dimensionen," wie  sie  bei Kronecker  eingeführt ist, 
giebt die, Riohtung; ,in welcher  die  hier vorliegenden  geome-
Lrischfln FI'ugen fUl'h(jhe1'6 HUume  aufzufassen sind.  In der Be-: 
handhing derzweiien Aufgäbe (verg!. pug. 323) ist Gelegenheit 
geboten,  auf  jene  Sätze  für  einen  dreidimensionalen  HUUIU, 
,wenigstens  in  einer speciellon Form hinzuweisen.  Ichdollke 
allfdiese~bQn cle~nnächst einzugehen. ' 
Abschnitt I. 
§ 1.  Die Grundzahl einerllFläche F(I. 
Es ist wohl zwockmässig) zur Einführung der gebrauchten 
Bezeichnungerikurz ,die'  Defin:itio11 . der Grund;;:;ahl  eines Aggre"-
gatesvon 'belieblgberandeten und geschlossenen I<'lüchenstücken 
_. - welches in, clel' Folgekurz als )FlacheP«hezeichnet wird -
voraus~uschicken" wie sie N  eum~l1n.in seinen )N  orl()sungen übel· 
Riemann':;; Theol'ieder Ahel'schen Integrale« gegeben hat1): 
.  • FÜr eine aus eilleiheinzigenberandeten Stücke bestehende 
Flüchezl111~chstist die Grundzahl gleich .<101' um eins vermehrten 
A-nzahl von »Qi,e1'schnitten(~ (d.  h.yonRuIlo zu Rand geführten 
. 
1)  Man vergleiche etwa auch Kleiu, Math. Annalen Bel.  21.  pag. 152. BEITUXGE ZUIl  ANALYSIS  SITUS.  317 
Sobnitten),  welche nolhwcndig sind,  um die Flilehe einfnch be-
l'andet,  und ohne  FaItung  und Zerreissul1g  in  die Ehene  aus-
breitbu!' zu machen.  Daraus folgt:  4)  Ziehen eines Querschnittes 
vermindert"Jie Grundzahl um eins.  2) Anbl'ingml einer Oell'nun{J 
im Innern der FlUche, eine Operation, welche die DcGniLioll  dOl' 
Gl'unclzahlauf geschlossene Flilchünnuszudehllon gestattet, m'huhL· 
die Grundzahl  mü  eins.  3)  Ein  in  sich  geschlossener Schnitt 
»  Rilclr1cehrschniU «,  als ComhinaLion von Opü!'aLion  2 und 1, lilssL 
die Gl'undzahl ul1goHndert.  . 
Die Festsetzung, dass dio CI'wähnten Zählungen gultighlei-
ben sollen,  nüeh aoferne die FlHche  hoi dOll üpcl'i1Lioncn 1 und 
3 zel'stückt wit'd,  I  ioforL  sofort  die Definition  dm' Grundzahl G' 
eipes Aggregates von N heliebig herandcten und  geschlossenen 
FluchonstUckcll)  bez, von den Grundzahlen flu  {J"",  ...  {JN in der 
Fonnel:  . 
a=~{Ji-2N+~. 
§~.  Curvensystem S. 
Unter einom Gurvensyslem S  ist in dor Folge sLuts  ein  ho-
liehiges,  .inf der li'liIche  F gezejehneLes CurvcnsysLem  der mn-
i  r 
gangs orwUlmten Art versLalHlell.  Jeder Punkt P  im Inuern,  P 
auf dem Rande der Flüche sei bezeichnet nach der Zähl deI' von 
i  '}. 
HIrn atLslaufenden CurvcozweV,c' wir g>ehrauchen also P  hez  P  0',  0  "·0 
t'  '}' 
als Symbol füt, einen isolirten Punkt, p. bez, Pt fUr einen Punkt, 
in welchem eine Curve des Systems  alJbricht,  sei eS  im Innerli  ,  ..  . 
oder  auf dem Hande,  P2  stellt einen  gewöhnlichen llunkt  im 
.'  ln~ern der Flache vor, von einem  PCJ,  laufen zwei Zweige in das 
Innere  der l"läche  (z.  B. hei  einer Berührung  oiner Curve des 
i  .-
Systems mit dom Rande), in Flic,  Pn münden n - mit n  sei steLs 
i  ,. 
ein .endlicher  Index bezeichnet -, in P w'  p  00  unendlich viele 
Zweige des Systems S. 
i  T  i  l' 
Nun  seien  die  Punkte  Pu 1  Pn,  P  00'  p 00  bez.  in der  Zahl 
i  r  i  "  i 
Pn , Pn,  P  00  ,  Per.;  auf d er FlUche vorhanden,  wobei P2  und (falls 
r 
die Fläche F überhaupt Randcurven besitzt) p~gleich unendlich 318  WAI.TIIER DvcK, 
ist)  wuhrend  wir alle übrigen - ) besonderen« - Punkte des 
Systoms  als in endlicher'  Zahl auf der Flache vorha.uden voraus-
setzen 1).  .  . 
Indem wirdiesc  letztoren discret  auf der Fläehe vcrLheilt 
annelllDell,  ist das VorhalLen des CUl'vensystems S  in der Um-
gehung eines jeden dieser Punkte völlig bestimmt, sowie es die 
FigUl'cn  4 - 6  schematisch  darstellen.  Specielle  Formen  det' 
Punkte  P cn'  wie  sie  dnt'eh  Zusulllmelll'Üekol1  mit  Punkten  Pu 
enlstehen, berücksichtigen wil' in der Folge  nicht weiler,  weil 
ihr Einllllss uuf die ahzuleitende Formel ohne weiteres HUS illl'CI' 
gnlsLehting sich ergiüht,  In Fig. 1-9 sind del'<\l'tige VOl'komlll-
nisse angedeutet.  Zu den Figul'en 6-8 sei dabei hemel-kL,  dass 
r 
diese drei Formen eines  P  00  auch  entstehen,  wellU  inan  einen 
i 
Punkt Pm  zerschneideL und zwar,  je  nachdem  hei  diasCI' Zer-
sehncidung  von  don heiden  Zweigen,  welche  die· SclmiLlIillie 
hel'Uhmll)  keine  I') einer oder zvvei  in das FlUüheninnel'c fallen. 
§ 3.  Die Beziehung zwischen den Zahlen G und p, 
1J1it Binfiihl'umfl dieser. Be.zeichnung  ergiebt  sich mm für die 
Beziehung  der  Gnmdzahl G wnserer Flache F zu den  besonderen 
Punkten irgend e/nes  auf derselben  gezeichnetf31L  OUl'vensystems S 
die  Fm'mel: 
i  .  l'  i 
('1)  2 G - 4- >,'(n - 2) Pn  + 2(n  - ,1)  Pn  - 2 Poo' 
Zum Beweise derselben gchen wir aus von einem speciellen 
Falle)  wo es sich .um  ein  einfach  herandeLes ]7lilchellsLück  VOll 
deI' Grundzahl 1  handelt  und in welchem das CUl'Vcusystem S 
im ImWl'n  der FHiche  keinen  besonderen  Punkt,  (cuf'  dern  Rande 
r  ,. 
nur Punkte  P'2  und Po  besitzt,  Hierfür  nimmt  deI'  Salz  (11)  die 
Form  . 
j'  ,. 
(2)  - 2  =P'.I. - Po 
au, die sicb wie folgt erweist:  ". 
l\'Iau  zersehneide die Fläche längs der 2 ]12  von den PunlcLcll 
"  P'.I.  ausgehenden Curvell des' Systems S 2),  Dann ttbel'zeugt Inun 
,I)  Vergl. hiOJ'zu noch die Schlussbemerlmng des folgenden § 3. 
2)  Ich  bell'uchte diese  CUl'ven  uls  von  einander  verschieden;  spe-
ciollere Annahrnenbl'ingen nur unwesentliche Modiflcatioll 319 
sich, indern man die Stücke successive  in einem System S  sich 
entstehend denkt, sofort,  dass dieselben nur die in Ii'jg. 40 u. 1  ~ 
gegebeuen Formen  haben  können.  Indem wir die Vertheilung 
l'  'I'  'r  l' 
dei'  Po  Punkte· Pu  um[  der- 311'.1  Punkte  P'J.  auf diesen  Stücken 
,-
beachten, übersehen wir SOfOl't:  Es gieht Po Theile, die je einen 
,','  1"  "" 
Punkt Po  und  P'}.  enthlllLon uno -! (3 Pi - Fo)  Theile, mit je :zwei· 
.  r  ,. 
Punkten P'1.'  Nun hat HHl11 andererseits im Ganzen 21)'.1+1 Stücke. 
DeI' Vergleich heide!' Anzahlcn führt sofort zur olJigen Formel (2). 
Auf diese Form (2)  lässL sich nun der I.IlJgemeine SnLzdul'ch 
successive Urnfol'mung UllSßrel' FlUche F reduciren. 
.  1)  Wir sclmoiden CllIS der FlUche F,  welche die Grundzahl G 
hesitzo)  aUe besonderen Punkte im Inncren heraus und nul'  dem 
"  "  Rande alle  mit Ausnahme  der Punkte  P9,  und Po'  Die neuent-
i  i 
. stundene FUiehe F'  hat die Grundzahl G' = G + ;:";])'/1, +  PC<l  und 
,.  l' 
at~rllwen RUndm'n bloss melL1'.Pm~kte P9,  u~ld Po'  'Beim Ausschnei-
den  dm'  hesonderen  Punkte  entstehen  nämlich,  wie dies  die 
Figut'ün 4-6 el'luutcrn, BOl'ührungen von Curven des Systems 
mit dem neugebiIdeLen Rande, welche, je nachdem sie von Innon 
odel' Aussen nn die um  den Punkt  goführLe Schnittlinie herR\l-
,.  '1' 
lrelen)  als Punkte P9,  hez. Po  für  unsere FWche F
t  zu  rechnen 
sind.  Dabei:  i,<;t  jedesmal die Di/rerenz cl  aus der An:zahl dz'esct'  ,..  ,. 
Pnnkte  P2  und Po ein Cha'l'acte}'istioum des  bett'effenden singullLren 
•.  i 
Punktes, und zwar isL  für einen Punkt Pn diese Differenz dn=n, 
i  i 
für einen P 00  d oo = 0)  und analog ist für die Punkte des HUll(les; 
~.  ,.  '1'  ?" 
Pn  cl .. = (n  - ~), für P""  lloo = O.  Die in Vig. 7 u. 8 bezeichneten 
"  speciellen Formen  eines  Punktes P  at>  sind  dann  wieder aufzu- ,-
fassen  als Vereinigung  eines  hez.  zweier Punkte Po  mitoinem 
r  . 
gewöhnlichen  PunkLe  Pro .  Unsel'c  AbzHhlung  ~eigt)  dass  oie  ,-
Fläche  F' aul' ihren RUndol'n  eine Anzahl von  Punkten  P'}.  und  ,. 
Po  . besitzt)  dfwen  Differenz  völlig·  bestimmt  und  gleich 
i  .  .  T 
:f)tl  1In+2(11 - 1)  1J .. ist. 320  WAL1'lIllR Dycl(, 
2)  Diese  FlUche  F
I  verwandle man  durch  ein  geeignetes 
System von Rückkebl'- und Querschnitten in oine Fläche F") die 
aus Neinfachl}el'andeten TheBen,  je von  dei' Grundzahl  ~  be-
steht,  Dieses Schnittsystem  enthält  7  wie  man  leicht abzählL, 
,  i  i  .  ~'.  _  : 
2G'+2N- q,  = 2G+ 2IPn +  2pc<)  +  2. N  -:- 4.  Kreuzungs-
punkte,  welche wir (nur der Kürze wegen) nicht in denbeson-
deren Punkten unserer Fläche  gelegen  annehmen.  pli enthälL 
_  .  r  F 
jetzt auf ihren Rändern wieder nür Punkte P'Il. und PO)  deren Dif-
ferenz sich gegen die vorige vouF' nur um die Anzahl Jener Kren-
zun.gsstellen geändert hat.  In diesen nUmlich hat, wie dies  Fig,~  '2 
"  ,.  r 
andeutet, einer der drei dort vereinigten Ränder einen Punkt Po 
f~  'l" 
erhalten.  Punkte PO)  P9.  aber, die auf den übrigen Theilen jener 
Qner- und RückkehrscbnitLe  auftreten, .  sind.  (vergL. Fig. 43) 
immer paarweise einander ergänzend vorhanden,  so  dass deren 
Differenz  vel's.chwindet.  Nun  wendet man  endlich für  diese 
N FlächensLücke,  fUr  welche die GesammtcUfferenz der PunkLe 
l'  'I'"."  "'I.  '1~  t. 
P'J. u. Po  gleich >,'(n -:. 2) Pn+  2(n-4)  Pn - 2pc<) - 2G-2N+a, 
ist,· die Formel (2)  an, um unmittelbar auf den zu  'Anfang aufge-
stellten Satz zu gelangen. 
Bezüglich  des Randes  unserer Fläcbe F sei  hier noch be-
merkt: Wir können annehmen, dass Theile desseIhen  ,  oder auch 
ganze  (geschlossene)  Ranücurven  dem  CurvensysLem  S  ange-
hören.  Im ersteren Falle  können wir)  ohne die Grundzahl der 
l~läcbe zu ändern, jenes Stück sofort auf einen Punkt zusammen-
ziehen,  dessen Qualität in jedem Falle leicht zu entscheiden ist, 
und, falls ein Rand  seiner ganzen Ausdehnung  nach  als Cm'va 
des Systems  auftritt,  durch  eine kleine Verzerrung  desselben 
(vergLz. B. Fig. 4)  ohne Aenderung der für ihn characte1'istischen 
"  r 
Differen:z von Punkten  P'Il.'  Po  das  gewöhnliche Vel'hältniss her-
stellen.  Das  letztere Vorkommlliss  ist also  für  die AbzHblul1g 
ohne  Einfluss.  . 
Absohnitt IL 
Die in Abschnitt I  gegehene  allgemeine Formel ermöglicht 
nun sofort auch die analytische Bestimmung der Grundzahl .einer 
Fläche F  etwa  für  folgende  Fragestellung:  Gegehen  die  Glei-
chungen F1  (x, y,  z) = 0  und  F~ (x, y, .z) = Ozweiel' FlUchen; 321 
wie gl'oss ist die  GI~undzahl-der)im Innem(von 1~ = 0 liegen-
den '1'heilo von Ft  = 0' .. l\fun stelle zu dom Ende z.B. durch ein 
Büschel von Flächen  rp  +  l!/J= 0 ein Cm'vensysternS auf Pt =0 
hel' und berechne  die Anzahien  der hesonderen Punkte dieses 
Systems für das Innere von 1~ und· fÜI' don von  l;~ = 0,  F't.= 0 
gebilcleten  Rand,  Anzahlen i  welche  sich  in  übersichtlichstel' 
Weise  aus den Vorzeichen gewisser Determinanten bestimmen, 
in einer FOl'm,  .welche  unmittelbar auf die illigemoine Theorie 
. der CharactcdsLiken eines Functionensystems hinweist, wie sie 
vou Kronecker  a.  a. O.  gegeben ist.  In §§  5 und 6  fo('muliJ'on 
wir die hiermit allgemein bezeichnete AufgaJJe  für  zwei spe-
eielle Fälle,  an denen  die Beziehung zu jenen Untorsuchungen 
am deutlichsten hervortritt. 
§,f., Die Ktonecker'scheCharacteristikeines Functionensystems. 
Zur Uebersicht sei die allgemeine Definition der ChaeacLo-
ristik eines FunctioncnsysLems nach Kl'Ol1ecker vorangestellt. 
Es seien foo,  fHP  f20' ...  fno  eindeutige reelle FuncLionoll 
der  n  reellen Vedinderliehen  ,z~,  'z't.  •.. 'zn und zwar; solche, 
die sowohl  eine  nfach  unendliche Zahl  positiver  als  negativer 
Werthe annehmon, . Sie seien  überdies  im Allgemeinen  stetig 
und nuch den einzelnen Variabeln dHrerontiil'bar· vorausgesetzt 
und endlich werde angenommen, dass keine der;  n. +1 Functio-
l1üldetemlinanten gleichzeiLigmit den betreffenden FUllctionen 
rÜI~ untmdlichviele Werthsysteme,Z verschwindet1).  BezeichIH't 
nun fgh  die nach 'zh genommene Ableitung vonfgo)  und [a]  die 
positive oder negative Einheit oder Null,  je nachdem die reelle 
Grösse  CL  positiv oelel' negativ oder Null ist,  so ergeh  on  sich für 
die Clwl'HeterisLik [( des FUl1ctionensystems die heidon Darstel-
lungen: 
J( =  - t ~  Clfgh lJ  =  ~  [[file IJ 
9,  h =  0, 1, '2 ... n;  i, k =.4, '2  ... n, 
die erste Summation verstanden übet' alle Punkte 
fOß  = flO  = .... = ((fn-1)o = f(m +  l.)o = .. , = {no = 0 
(für welche also irgond n  der n +,. Funetionen versebwinden)i 
die zweite Summe verstanden über die Punkte, für welche 
1)  VergI. hier pug. 325 des Folgendon. 322  'VAU'UllR DYCK, 
fo 0 < 0;  f~  0 = f26  =  ... =  hW =  O. 
Dies vorangeschickt formulÜ'en wiI' die: 
§ 5,  Aufgabe 1. 
Gegeben (He  Gleichung eine?'  ebenen Cu.rve  f (x, y)  ==  O.  lTTel-
ches ist die arundzahl des  ))Innem'aumes « f<  0 ? 
Zur b(~stimmten Fixirung deI' Aufgabe nehmen wir an,  dass 
die Gleichungen f = 0, fi = 0,  f~ = 0  (wo f1  und f'j  die partiellen 
Ableitungen von f  nach x  hez. 11  bezeichnen) nicbL  gleichzeitig 
fUr reelle WerLhepaare x, y zu befriedigen seien.  ZU1' einfacheren 
Formulirung dient:  Die Ebene werde bezüglich ihres Verhaltens 
im Unendlichen als eine Kugel,  d. h. mit nur  einem  unendlich 
fernen Punkte  hetrachtet,  welcher im A1.tssenraume f>  0  dei' 
Curvo,gelegen sei  (was  stets durch stereograpbische Projection 
oneicht werden kann).  Dann gilt der Satz: 
Bezeichnet K die Charactm'istüc des  Punctionensystems 
(1)  f=O,  {'l=O,  f'i=O, 
G die Grttndzahl des  Innenraumes von f = 0, so ist 
(2)  G=-K+2. 
'Wir erläutel'l1 den Satz in doppelter Form; 
1.  Man bett'achte die Geraden parallel zur X-Axe als Curven-
system S und frage nach der Differenz dei' )linneren« und »ä~sse­
rente Bel'ührungen, "reIche specielle Gerade des Systems mit der 
Curve {O  eingehen.  Diese ist, nueh AbschniLLJ,  gleich ~ G-4  i 
ubl'igens wird sie bestimmt durch 
f  f1  f'J. 
:S[  ~  fH  f{2  J, 
f2  f21  f'fl.'J. 
diese Summe ausgedehnt über alle Punkte, 
ist, und also ist· 
{=  0  und  fl. = 0 
fUr  welche 
- (G- 2)  =  i:2 [rH]  =.K 
die Chm'ucteristik des Functionensystems (1). 
11.  Man  betrachte das System  der Curven f = const.  im 
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Rand ((= 0)  dem Systeme cmgehlJrt  (vergl.pag. 320).  ~Ian frage 
also  zur  Bestimmung  der  Grnndzahl  nach  der  Differenz  der 
'"  i  Punkte P4  und Po  im Innern von f =  0 1),  für welche sioh naoh 
r  t' 
. Absohnitt I. G - 2 = P4  - Po  ergiebt.  Sie wird weiter gegeben 
durch 
diese Summe ausgedehnt über alle Punkte 
f<  0,  fi  =  0,  f'). = 0, 
also,  bis auf das Vorzeichen,  als  Characteristik K.  So  Hefern 
,gerade die  beiden Formen der  Kronecker'schen  Chanlcteristik 
die verlangte Bestimmung in der einfachsten Art  .  • 
§ 6.  Aufgabe 2. 
Gegeben die Gleichung einer FltLche{ (x, y!  .z)  = O.  Welches 
ist ihre  Grttnd.zahl? 
Ich  führe  hier gleichfalls  zwei Formulirungen dieser Ab-
zählung an, . wie  sie  sich aus den  zwei J?ormen der Kroneckel'-
sehen CharacterisLik sofort ergeben, wobei, wie schon Eingangs 
bemerkt, die zweite FOl'mulirung hier bereits in das Gebiet der 
Al)Ztihlungen in einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit hinü-
bergreift.  Wenngleich ich ausfUhrlich auf diese letzteren Ahzäh-
lungen an dieser Stelle nicht eingehe, so mag doch in det· speci-
ellen, sich hier unmittelbar aufdrängenden Form dieses weitere 
Problem angedeutet sein. 
Zur  bestimmten Fixirung der Aufgabe  nehmen wir wieder 
an, dass die vier Gleichungen f= 0,  f1.  = 0, f~ =  0, fs =0 (unter 
f4'  ('tl  f3  die partiellen Ableitungen von f  nach x, y, .z verstan-
den) nicht gleichzeitig für reelle Wel'Lhe von x, y, z zu befrie-
digen seien.  Zur einfacheren Formulirung setzen wir weiter fest: 
Der Raum werde als Kugelraum betrachtet, d. h. mit nur einem 
unendlich  fernen  Punkte, . welchen  wir  als  im  Aussenraume 
(>  0  unserer FlUche  gelegen  annehmen.  Dann  laulet  unser 
Satz: 
1)  Der Einfacheit wegen  seien  höhere SingularWlten ausgeschlossen, 
Punkte P  00 können nach der zu Anfang gegebenen Formulirung der Aufgabe 
hier nicht auftreten. 
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Die  Grund:zahl Gunsere1' Flache f = 0  ist gegeben dnrch die 
Formel 
G = - ~K+  2, 
wo K die  Gharacteristik des  Punctionensystems 
(2) .  f =  0,  f~ - 0,  f"J.  - 0,  fs  = 0 . 
Formel  (4)  drückt  dabei,  im  Zusammenhalt  mit der  J(1"oneeker-
sehen Deutung  der  Gharacteristik,  die  Eingangs  erwahnte Bezie-
hung de?"  Gn~n  cl:z ah l  einer geschlossenen,  übrigens aus beliebig 
vielen  Theilen  bestehenden  Flache  z'tt  der'  dttrch  «,  n;  dividirten 
GU1'vattWa integ1'[~ derselben a'l.t$,  eine Relation.,  die sich auch 
nnmittelbar d.Q.rch  geometrische ,Betracht.ungen ergiebt.  Zur 13e-
gründu:ng von Formel  (~) betrachten wir wieder: 
I.  Ein System von Ebenen parallel zur (xy)-Ebene.  D.i1S-
selbe schneidet auf f (x, y, z)  =  0 ein Curvensystem Saus, wel-
i  i 
. cbes nur Punkte Pi!  und Po  aufzuweisen hat für die Tangential-
ebenen in Puukten hyperbolischer bez. elliptischer KrümmUl1g. 
i  i 
Die Differenz P4 - Po  al~er dieser Punkte von f=  0, welc4e nach 
Abschnitt 1. gleich G - 2  ist) wird gegeben.  ' durch : 
ff4  f2ft.! 
~ [  fl  fH  fl't.  fla'], 
f2  f't.l  f'J.2  f'Ja 
fa  fSI  fS2  fss 
die Summe ausgedehnt über alle Punkte 
(=  0)  fl  = 0,  f'2  =0 , 
und also ist 
G-2=-.l'[ 
w. z.  b. w. 
1I.  Nun ist aber auch 
fu  fu  t~3 
K.=.'2[  F  F  F  ]  IM  .  1'1.'1.  l'Ja  , 
t~4  fB2  {BS 
diese Summe  ausgedehnt über f< 0, f{  =  0,  f" = 0,  fa. =  O. 
Diese Formel ergieht  unmittelbar' dil?  geometrische Abzählung 
der Gt;undzahl unserer Fläche in folgender Form: ----~.~ 
0, \ 
'..  .'  ) 
~  I 
------_./ 
3.  4.  5 ..  6. 
I  \ 
'7.  8. 
__  ..J.:.. __  ~. 
_-__  !t~·  _~_ 
~,  \w 
'1Z.  '13. 
/~ 
11;771 
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Im Inne)'n von f=  0 ist ein )Flächensystem S« von FHichen 
f = const. gezeichnet, so d ass durch jeden })unkt nur eine Fläche 
des Systems hindurchgeht.  Die Knotenpunkte (fl =  0,  f'1. = 0, 
/a = 0)  von FlUchen  des Systems trennen sich,  wenn wir das 
System  in bestimmter R.ichtung  (mit  wachsender Constanten) 
durchlaufen, in a.  Kategorien: 
1)  Punkte, in welchen ein elliptisch  gekrümmter FlUchen-
theil aus einem isolirten Punkte entsteht; umgekehrt 
2)  Punkte,  in denen sich ein elliptisch  gekl'ümmter Theil 
zusammenzieht, 
3) Punkte, bei denen ein hyperbolisch gekrümmter Fläehen-
theil in zwei elliptisch gekrümmte sich spaltet, und umgekehrt, 
4.)  Punkte, wo zwei elliptisch gekrümmte Flächentheile sich 
:zu einem hyperholischen vereinigen  .. 
Nimmt man nun an,  dass die Anzahlen der im Innern von 
/ = 0  hefindlichen  Knotenpunkte  der  ebengenannten  Arten  1) 
hez, Pie,  Pei'  Phe,  Peh sind,  so sagt unsere obige Formel,  dass 
;"  .. 
G= 2  (Pe~ +  Peh - Pie  - Phe) +  2 . 
In der That erkennt man auchgeometl'isch sofort aus den in § 4 
gegebenen Definitionen für die Gl'undzahl, dass dUl'eh die Ueher-
gänge (1)  und (3)  die Grundzahl der Fläche um 2  vermindert, 
durch die Uehergänge (2)  und (4,)  dagegen um 2vermehrtwird, 
was die eben  gegebene Formel sofort auch auf geometrischem 
Wege erweist. 
Ich denke auf die weiteren hiermit angedeuteten Formuli..., 
rungen bei nächster Gelegenheit einzugehen.  • 
'.----- . 
1) Soferne höhere Singularittl.ten in einzelnen Punkten eintreten,·lassen 
sie sich  leicht in die allgemeine Formulirung einbegreifen.  Das Auftreten 
von Doppellinien aber (und damit auch  das Vorkommniss einseitiger Fllichen 
in unserem Systeme) ist in der gegenwärtigen Formulirung scllOn.durch die 
Kronecker'schen Bedingungen für das Functionensystem f,  {1'  f2.  t's  (verg!. 
§ 4)  ausgeschlossen.·  . 
i -. 
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